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Objectifs

Objectif 1 : savoir paramétrer les mouvements d'un mécanisme

Objectif 2 : savoir identifier une chaine cinématique fermée et écrire les équations géométriques
liant les paramétres de cette boucle

Objectif 3 : savoir exprimer la vitesse d'un point dans un mouvement en fonction des parametres
cinématiques

Objectif 4 : savoir exprimer la vitesse de rotation d'un mouvement en fonction des parametres
cinématiques

Objectif 5 : savoir exprimer l'accélération d'un point dans un mouvement en fonction des
parametres cinématiques
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Introduction

La cinématique est I'étude des mouvements indépendamment de leurs causes.

Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



1. Paramétrage d'un mouvement

1.1. Repérage d’un point

Trois coordonnées sont nécessaires pour positionner un point dans I'espace.
Un repére est défini par une origine et une base.

Dans le cadre du cours, des reperes cartésiens (orthonormés directs) seront utilisés.
La position du point P dans le repére Ry (OO,%},%),,%) est donnée par le vecteur :

—
OpP = xz) + yyo + 22

X z 7 Yo

Xo

D’autres systémes de coordonnées existent :
Coordonnées cylindriques

Coordonnées sphérigues

<y
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Paramétrage d'un mouvement

\Z

1.2. Repérage d’un solide

Six coordonnées (ou parametres) sont nécessaires pour repérer un solide dans I'espace : trois
pour la position (comme pour un point) et trois pour I'orientation (ou rotation).

Xp

Si le mouvement s’effectue dans un plan, 3 parametres suffisent pour repérer un solide dans le
plan : deux pour la position et un pour I'orientation autour de I'axe perpendiculaire au plan.

On utilise généralement le paramétrage d’Euler (de type 1) pour définir les rotations. On définit
o A . : — — =
pour cela deux repéres intermédiaires entre le repére du solide R (Ol,wl,yl, zl) et le

repére de référence Ry (OO, o, Yo, z0> .
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Paramétrage d'un mouvement

1.3. Changement de base

1.3.1. Changement de base - Matrice de passage

On effectue « un changement de base » pour exprimer une matrice ou un vecteur exprimé dans

une base, par exemple j, dans une nouvelle base par exemple i.

Dans un cas général a 3 dimensions, un vecteur qui n’a qu'une composante dans la base j aura
3 composantes dans la base i. Ces trois composantes sont les projections du vecteur sur les 3
axes de la base orthonormée directe (la projection du vecteur sur une direction se traduit
mathématiquement par un produit scalaire du vecteur avec le vecteur unitaire directeur de la

direction).

— — =\ = — =\ = — =\ = — — —
= \xj.xi )X + (5.9 ) Yi T\ Tj. 2 ) 20 =a11x; +a12y; +ai3 z;
— =\ = — —> —
(yj. zi) Zi = a21 Ti + a2 Y; + a3 z;

i A e — —
Zj. 2 | 2; = Q31 T; + Q32 Y; + a33 2;

La matrice de passage (ou matrice de changement de base) de la base orthonormée directe |
vers la base orthonormée directe i est composée colonne par colonne des composantes des

trois vecteurs unitaires de la bases j exprimés dans la base i.

ail; a1 asz

Matrice de passage de jversi: P; = a1 ax aszs
ai3 Q23 ass
ap;; Qa1 as 1 an
Exemple de passage du vecteur 5; danslabasei: |aja a9 as3s 0 = | @12
aiz Qa3 ass 0 R; @13/ g,

La base Rj est orthonormée directe, les vecteurs qui la composent sont donc :
_ 2 2 2 _
itaires : 7 2 2 2
unitaires : y] =1 = a3, + as, + ass = 1

— 2 2 2

8 Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



Paramétrage d'un mouvement

— —
zj.y; =0 = a0y + a15095 + Q13053 =0
. = =
et orthogonaux deux a deux : Yi-2j =0 = 0903, + QyyQ35 + Gy3095 =0

— —
zj-xj =0 = a0y +a30, + ag3a,3=0

Les coefficients de la matrice de passage sont donc liés par 6 équations. On en déduit que seul
trois grandeurs sont nécessaires pour définir I'orientation d’'un repére Rj par rapport & un autre

R;.

1.3.2. Exemple dans un plan de normale

Exemple dans un plan de normale Z

_J}: (5352) Eg+ (37;@)) @) :cosozﬁ~kcos(7r/2—af)@):cosoéﬁ+sinaz>
JJ}: (5;5@)) 5;—# (E)E)) E) :COS(7T/2+Q)E>+COSQE>: —Sinaﬁ—i—cosaﬂ

1.3.3. Exemple de changement de base du cas des angles d’Euler (de type 1)

. g — — =
Soitun vecteur V. = v,z + vy;y; + v, 2;

Vgi cosy —siny 0 (o
Uy = | siny cosyp 0 Vy ¥
Vs / R, 0 0 11 \vz/ g / :
. (p »x ;x '

z "=Z]
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Paramétrage d'un mouvement

ZH Z:Zg

/ Vgi \ cosy —siny 0 1 0 0 cos¢p —sing 0 Vyj
\vyi ) = |siny cosyp O0f|0 cosf —sinf| [sing cos¢ O] | vy "
R

Vi /) R, 0 0 1] [0 sinf cos6 0 0 11 \vz / g,
% |
L] »y

/ Ugi cos® —sintycosf  sinisind cos¢p —sing 0 Vgj
Vyi = | siny cosicosfd —cosysinf| |sing cos¢p O Uy X /
\vzi ) R 0 sin 6 cos 6 0 0 1 vz ) R, /
fc )
Vzi cosycosp —sinycosfsing —cospsing —sinypcosfcos¢p  sinysinb Vgj
Vyi = |[sintcos¢p 4 cosycosfsing —sinysing + cosypcosfcos¢d —cosysind| | vy;
Vi) sin 0sin ¢ sin 6 cos ¢ cos 6 vz ) .
3 J

10 Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



Paramétrage d'un mouvement

1.4. Paramétrage de la position et de I'orientation d’un repeére par rapport a
un autre

On appelle « paramétres » d'un systéme les n variables qui permettent d’obtenir les
coordonnées de tous les points de ce systeme.

Chaque solide est généralement repéré par rapport au précédent dans la chaine cinématique
(paramétrage relatif). Il y a alors autant de parametres cinématiques que de degrés de mobilité
dans la liaison entre les deux solides.

Cependant, on repére parfois un solide par rapport au solide de référence (paramétrage absolu)
pour des raisons liées aux objectifs visés (exemple : paramétrage du chassis d’'un véhicule par
rapport au sol).

Le choix du paramétrage n’est pas unique et peut avoir une influence importante sur le temps de
résolution d’'un probléme.

Pour paramétrer un systéme, on attache un ou plusieurs repéres (base + origine) orthonormés
directs a chacun des solides. On isole pour cela le solide du mécanisme, on identifie ses
directions privilégiées (axes de ces liaisons) et on les nomme de fagon judicieuse par rapport a
la chaine cinématique. Il y aura plusieurs repéres liés un solide si les directions privilégiées ne
sont pas orthogonales.

On parametre ensuite les liaisons.

On réalise pour les paramétres de rotations des « figures de changement de base » : I'angle est
représenté dans le premier cadran avec le vecteur directeur de I'axe de rotation perpendiculaire
au plan de la feuille et orienté vers soi. L'angle est orienté d’'un vecteur de la base «horizontale-
verticale» vers un vecteur de la base «oblique».

Mo
ylll]‘

Paramétre de rotation ¢ = (x_g,:r_i) = (%,y_f)

, —
autour de lI'axe 2 .

Sébastien Morterolle, INSA de Lyon |



2. Vitesses d'un solide

2.1. Vitesse instantanée d’un point

La vitesse instantanée d’un point P par rapport a un référentiel R; est définie comme la limite de

—
la variation de sa position AQ;P, entre deux instants séparés d’une durée At, divisée par cette
durée At quand la durée At tend vers zéro :

oA . AOP P
V(P/i)= lim S5 = (@O )
» Remarque

« Le point P doit étre clairement défini pour exprimer sans erreur sans position.

« La vitesse de P est indépendante du point O;, ce point doit juste étre fixe dans le
repére R;.

« Le vecteur vitesse de P est tangent a la trajectoire de P dans son mouvement par
rapport a R;.

Expression en coordonnées cartésiennes
—
: — — —
SiOP =xpx; +ypryi + 2p 2

— —
Alors V(P /i) = (%OZP> = Lapw, + Lypyl + L2p2] = dpa) +Ypyi + 202

)

2.2. Dérivation d’un vecteur exprimé dans une base mobile par rapport a la
base de dérivation

12 Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



Vitesses d'un solide

Ce paragraphe présente la dérivation, par rapport au temps et par rapport a une base R;, d’'un

—
vecteur OP exprimé dans une base Rj, mobile par rapport a R; (c’est-a-dire que I'orientation
des vecteurs de la base Rj n’est pas constante par rapport a la base R;).

AT T
do_ﬁ - d<$j$j+yjyj+Zij)
at | dt
7 7
dz; —> dz; dy, dz 7 dz
— =7 adad/ N
=& %t TG + yJ+yJ i | ta gt ,
7 7 (3
— — —
. dx; ., — dy; — dz;
=TT T Tz | T YUY Y| T RiZ TR
1 1 1
— = = ™
doP _dzj dy; dzj
@ | tTigE | tYim | TE@
j i i i

Il faut maintenant exprimer les dérivées des vecteurs unitaires de la base Rj

$ $dyf $ t$dz]

2

Nous allons pour cela exploiter le fait que la base R; soit orthonormée.

e - o ) s L
Les vecteurs xj, y; et z; sont unitaires, ce qui signifie leur carré est égal a 1. Donc la dérivee
de leur carré est nulle.

2 —2 —
rj =zj. o; =1 i =2% | =g =0
1

On considére le cas ou la dérivée du vecteur est non nulle, ce qui signifie que la dérivée du
vecteur soit perpendiculaire au vecteur pour le produit scalaire soit nul.

%
£ 0

La dérivée du vecteur n'aura donc pas de composante suivant la direction du vecteur, on peut
ainsi écrire :

— dz;

2z;. | =0 J_ZIZJ $car$ dm]

1

%
dmj

o — —
| =0 +a1y; +ai3z;

)
—

dy — —
De méme, dt] =agz; +0y; + axsz;

1

— — —
= a3 zj +a3y; +0z;

- = = . . .
Les vecteurs z;, y; et z; sont orthogonaux deux a deux, leur produit scalaire est donc nul et la
dérivée de ce produit aussi.

— =
dlz;.y; = —
- — (Jyj)_dz:j — — dy; .
2y =0 = —F =g |-Vt 5| =0
1

En introduisant les relations précédentes, on obtient des relations qui lient entre elles les
composantes des dérivées :

— — -\ =, = — — —
(0 Tj +a2y; + a132j>. Yj + ;. (a21:13j +0y; + a23zj) =0 = a2+tan=0 = ar
Les deux autres relations d’'orthogonalité donnent les relations :

y] ]_O = ax3+tax=0 = a3=—a3

Sébastien Morterolle, INSA de Lyon ]3



Vitesses d'un solide

- —
Zj. Tj = 0 = ag1+a3=0 = a3z = —a3

On peut donc exprimer les dérivées de ces vecteurs avec seulement trois valeurs et écrire
gu’elles sont au produit d'une matrice, constituée de ces valeurs, par le vecteur :

N 0 ( 0
dz; —
| =laz)] = aiz | = [Q)xj
T
a3 j —asi j
as1 —a12
dy; —
| =10 = 0] =I[Qy;
Z \
a3 j a3 j
as1 [ an
dz | _ _ — 0z
| = a2 | =|—as| =[Q%j
l \
0 J 0 J
0 —app a3
avec [ = | a2 0 —ao3
—az; a3 0

J
La matrice étant antisymétrique, le produit matriciel peut étre remplacé par un produit vectoriel :

0 —app a3 z; as1zj — a12y; as3 x;
a2 0 —as3 Yi | = |awer;j—awz | =lan| Ay | = AN0P
—az; a3 0 1, \#/; asy; — an;/ a2/ ; zj) ;

Finalement, on a la formule de dérivation vectorielle suivante :

_)
__ doP
o dt

= —_— -
£r +Qy;; A OP

J

i

—
Nous allons maintenant voir que le vecteur Qj/i est ce que I'on appelle le vecteur de vitesse de
rotation instantanée du repere R; par rapport a R;.

Si le repére R; tourne par rapport au repere R; autour de l'axe ZZ dont la rotation est
paramétrée par un angle a.

— — . = dz; N RN L N
Tj; =cosazr; +sinay; = | = dcgtsa T+ ds(g;a 7 = —asnaZl+acosall =6y
i
% . % % d_> T % % . % ) . %
y; = —smaz; +cosay; = % = dZi““ $i+dc_[(1)tsa Yy, = —dacosazx, —asina y;
i

a23 1 0 0
dz; r . -
| = Q]/l A T = asl A 0 = a9 — 6% = alp = & = Q]/l _ a—>Zi,j

(2
a2/ ; 0/ —az1/ 0/;

2.3. Vitesse instantanée de rotation

14 Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



Vitesses d'un solide

La vitesse de rotation instantanée d’'un solide autour d’'un axe (pas nécessairement fixe) par
rapport a un référentiel R; est définie comme la limite de la variation de sa position angulaire
A# orientée suivant 'axe de rotation, entre deux instants séparés d’'une durée At, divisée par
cette durée At quand la durée At tend vers zéro :

o — = =
Q.= lim 204 = 94 =9
i/ Aip Ot dt

(5 Exemple Rotation d'un repére

Rotation de R par rapport a Ry autour d’'un axe commun z_oﬁ.

3
Vi
W ‘ La rotation est paramétrée par

— — — —
Y= (150,:151) = (yo,yl)
—

__> .
x!, La vitesse de rotation est : 91/0 = ¢Zo,1

Ce vecteur « vitesse de rotation » exprimé dans
\I! une autre base peut avoir plusieurs

- "‘xﬂ composantes.
z 01

Si on paramétre l'orientation d'un R; <01,a71>,ﬁ>,z_1>) par rapport a un repere

Ry (OO,:?O,%,Z_S) avec les angles d’Euler (de type 1), c'est-a-dire par 3 rotations

successives alors la vitesse de rotation du solide est la somme des trois vitesses de
rotations relatives :

Ql/O — Ql/R” + QR///RI + QR//O — Q.SZR,,’I + ewRH,RI + ¢ZR,,O

En 'exprimant  dans la base R par exemple, on a
Q)0 = $cosOzp — sin by + g + Yzh
0
= ,
Soit {0 = | —¢sinh
Y+ pcosb R

Sébastien Morterolle, INSA de Lyon 15



Vitesses d'un solide

» Remarque

On peut trouver une base ou ce vecteur n'aura qu’une seule composante.

Un point Pj d'un solide 7 en rotation autour d'un axe Oi_z?’; paramétrée par I'angle 6 par

rapport & un repére R; a une vitesse V(P /i) = %Oin

2

— —_— .
SiO,;P; = r_; avec r = cst alors V(P; /i) = 7'05;.

\
I

Dans le cas général, cette relation se traduit par V(P /i) = Q;/; A O;P;

2.4. Champ des vitesses d'un solide

Soit deux points A et B fixes dans un repére R; en mouvement par rapport & un repére R;.

On peut exprimer la vitesse du point B en fonction de celle du point A.

La vitesse du point B par rapport au repére R; est
par définition :

- (),

Si on décompose le vecteur position en passant par
le point A,ona:

B d ~ 1 d
V(B/i) = (501A> + <EAB>
R; R;

On reconnait alors dans I'expression, la vitesse du point A par rapport & un repére R; :

40,A| =V(A/d)

7

]6 Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



Vitesses d'un solide

e
Le vecteur AB étant constant dans la base R, sa dérivée par rapport a R; est :

— = 3 — = = —
J

d%

2

42
—AB

On obtient alors la relation entre les vitesses de 2 points d’'un solide par rapport a un repére. Elle

est de la méme forme que la relation de champs de moment :

\ \
I I

V(B/i) = V(A/d) + Q; A AB

2.9. Equiprojectivité

Si un solide est considéré indéformable alors I'ensemble de ces points gardent entre eux des

distances constantes au cours du temps :
2

—
Si A et B appartiennent a un solide indéformable alors AB = cste.

— A—>
En dérivant par rapport au temps, on obtient 2AB <%) =0
R;

—
En décomposant le vecteur AB en passant par un point O; fixe dans R; :

= > " ¢ V(AR
B (doiB> _ <d0iA> — 0 dou H%.V(B/i) =E3>-V(A/i)
R; R

dt dt

—
En divisant par la norme de AB, il en résulte :

Le champ des vitesses d'un solide indéformable est donc équiprojectif.

Sébastien Morterolle, INSA de Lyon
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3. Torseur cinématique et mouvements

3.1. Torseur distributeur des vitesses

L'état de mouvement d'un solide indéformable k par rapport a un solide 7 peut donc étre
représenté par un torseur cinématique dont linvariant vectoriel est le vecteur de rotation

—
instantanée Qk/i et le champ de moment est le champ de Vvitesse

V(B/i) = V(A/i) + BA A Q).

—_— >
On le note : {Vk/i}P = {Qk/i V(P/")}

Les points A, B et P appartient au solide.

3.2. Cinématique de translation

Dans un mouvement de translation d’un solide k par rapport a un solide %, le vecteur de vitesse
— =
de rotation instantanée est nul Qk/i = 0 et I'ensemble des points du solide ont la méme

\ \ \ \
7 7 7 7

vitesse V(A ,k/i) = V(B,k/i) et la méme accélération I'(A,k /i) = I'(B,k/1).

553
Le torseur cinématique a donc la forme suivante : {Vi,/; }, = § 0 |V(P,k/1)

18 Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



Torseur cinématique et mouvements

Mouvement de translation

Un solide est animé d’'un mouvement de translation par rapport a un autre si tout vecteur lié au
premier garde une direction fixe par rapport au second.

: i
[ !
Translation rectiligne Translation circulaire Translation curviligne

3.3. Cinématique de rotation

Dans un mouvement de rotation d’un solide k par rapport a un solide ¢, I'ensemble des points P

%
situés sur I'axe de rotation ont une vitesse nulle V(P,k/i) = 0 et les autres points M du
solide ont une vitesse proportionnelle a leur distance a I'axe

\ \
4 7

r > —
V(M,k/i) = V(P,k/i) + MP A §y; = V(P,k/i) + HP A Q; (H projection du point M
sur I'axe de rotation).
%
I}

—
Le torseur cinématique a donc la forme suivante sur I'axe de rotation : {Vk/i}P = {Qk/i

Mouvement de rotation

Un solide est animé d’'un mouvement de rotation par rapport a un autre si deux points (formant
un axe) liés au premier restent fixes par rapport au second au cours du mouvement.

Rotation de centre A Rotation de centre O

3.4. Cinématique d’un mouvement quelconque

Sébastien Morterolle, INSA de Lyon ]9



Torseur cinématique et mouvements

Le torseur cinématique du mouvement d’un solide k par rapport & un solide 7 est :
AN
7

(Vieky = {0 VA7) )

Ce mouvement peut étre considéré comme la somme d’une translation et d’'une rotation autour
d'un axe instantané de rotation (ou giration) A qui correspond a l'axe central du torseur
cinématique.

{Veji by =
— -
— Qi i -
Si I un point de I'axe central A(t) alors MI = M + afdy;.
Qi

# Définition Mouvement quelconque

Un mouvement est une combinaison d’une rotation et d’une translation.

3.5. Composition des mouvements et des vitesses

20 Sébastien Morterolle, INSA de Lyon



Torseur cinématique et mouvements

Soient deux reperes R; et Rj mobiles I'un par rapport a I'autre et un point P en mouvement par
rapport a ceux-ci.

La vitesse du point P par rapport au repéere R; est :

v/ - (4 0)

l (2
Vd . P La vitesse du point P par rapport au repere R; est :
I ;
O s SN
/ Ly VL) (#0P)
J
' }(]- " La vitesse du point P dans le mouvement de R par rapport
Oi " au repére R; est :
Y — e
/X V(P,j/i) =V(P/i) = V(P/j)

Cette vitesse correspond a la vitesse qu’aurait le point P a
linstant ¢ s'il était fixe dans R;.

Démonstration

\ \
7 7

On reconnait 'expression V (0, /i) + Qj/; A Ojf’ = V(P,j/i) du champ des vitesse dans le
cas ou P fixe dans R;.

\ \ \
4 7 7

Donc V(P/i) = V(P/§) + V(P,j/i).

Si un point est fixe par rapport a un solide auquel est lié¢ un repére R, alors sa vitesse par
— = > X = =
rapport & ce repére estnulle : V(P /k) = 0 dou V(P,k/i) =V (P/i) — 0 =V (P/3).

Le mouvement d'un solide peut également étre décomposé en passant par un repere
intermédiaire :

V(P,k/i) =V(P/i)— V(P/ki
— V(P/i)~ V(P/3) + V(P/F) — V(P/K)

~

_ V(P,j/i>) + V(P k/j)

\ \ \
I I 4

V(P.k/i) = V(P,k/§) + V(P,j/i)
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Torseur cinématique et mouvements

(& Exemple Individu marchant sur un tapis roulant

I

@ 9
» L]

L'individu marche a une vitesse V(G,k/]) par rapport au tapis et le tapis avance a une

vitesse  V(G,j/i).  Lindividu se  déplace donc & une vitesse

V(G,k/i) = V(G,k/j) + V(G,j/i) par rapport au sol.

De méme, les vecteurs de vitesses de rotation peuvent étre décomposés :

Qi = Qg + Qi
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4. Cinématique du contact

4.1. Définitions

Avant tout, quelques définitions s'imposent.
\g yps ags . ;.
#” Définition Point matériel

Portion de l'espace pourvue de matiére et suffisamment petite pour étre considérée
comme ponctuelle.

‘ /& L] ag . . 7\ . . I/ \ \
#” Définition Point lié & un solide indéformable ou & un repére

Point fixe par rapport & un solide ou un repére lié a celui-ci. Autrement dit, les distances
qui relient ce point aux autres points du solide sont des constantes.

#  Définition Point géométrique

Un point peut avoir un réle important bien qu'il n‘appartienne a aucun solide, on I'appelle
alors « point géométrique » par opposition a un point matériel (exemple du point de
contact de la roue sur le sol).

4.2. Roulement et pivotement

Le vecteur de vitesse de rotation instantanée entre deux solides ¢ et j en contact au point I peut

\ \

\
I I

étre décomposé en deux parties : Qj/;- = Pj;(I) + Rj/;(I)

. . — R
« le pivotement est la composante suivant ny la normale a la surface de contact :
P a7 = \=

\
7

- le roulement est la composante dans le plan tangent : R;/;(I) = Qj/; — Pj;;(I) ou
— L [
R]/z(:[) =ni A (Q]/’L N n1>

\
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Cinématique du contact

4.3. Vitesse de glissement

La vitesse de glissement est la vitesse du point géométrique (il n’appartient a aucun des solides)

I

de contact1: V(I,j/4) = V(1/i) — V(1/5).

: : — . :
Comme il y a contact suivant la normale ng, il 'y a aucun déplacement relatif entre les deux

g
solides dans cette direction donc V'(1,5/3). n; = 0.

» Remarque

Cette équation est la dérivée de I'équation de liaison imposant le contact

4.4 Relation de non glissement

—
Lorsqu'il 'y a pas de glissement, la vitesse de glissement est nulle : V(1,5 /i) = 0

Le contact ponctuel de normale ny impose V(I,j/z). n; = 0 (dérivée par rapport au temps de
I'équation de liaison).
Le fait qu’il n'y a pas de glissement impose que la composante tangentielle (dans le plan

N \
7 I

%
perpendiculaire & la normale) de la vitesse est nulle : V(1,5/7) — | V/(1,5/1). n |nf= 0.

lllustration du roulement sans glissement d’une roue sur un plan (cas 2D)

Soit une roue (1) de rayon r en appui ponctuel sur un plan (0). Soit I, le point géométrique de
contact. A l'instant t; ce point I;o est coincident avec le point matériel Ay du plan et le point
matériel A; de la roue. A l'instant t ce point Iy est coincident avec le point matériel By du plan

et le point matériel B; de la roue.
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Cinématique du contact

Stré - ’ - : — =
Le mouvement est paramétré par une translation OgO; = xx( et une rotation a = ( xg, 1

, —
autour de l'axe 2o,1.

—
La vitesse de glissement est V' (I19,1/0). On peut la calculer de 2 fagons :

» Soit par dérivation avec la formule de la base mobile

\ \ \
I 7

V(L10,1/0) = V(I10/0) — V(I10/1)

— —
_ dOolyg _dOqly
T dt dt
Ry R
%

. e —
:zcxg—d:% — &zg ATy
Ry

. N7
= (& + rda)xo

» Soit par le champ des vitesses

V(Lip,1/0) = V(01,1/0) + ;05 A Q1

.~ —
=xx) + —TrYo N\ Q2

= (2 +ra)z;
% %
La condition de roulement sans glissement est V(I;,1/0).25 =0 donc
t+ra=0= &= —ra.
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5. Accélérations d'un solide

9.1. Accélération d’un point

L’accélération instantanée d’'un point P par rapport a un référentiel R; est définie comme la

%
limite la variation de sa vitesse AV (P /i), entre deux instants séparés d'une durée At, divisée
par cette durée At quand la durée At tend vers zéro :

P —— . AV(P/) —— 2 R ¢
[(P/i) = fim 2455 = (4V7)) — (£00)

Expression en coordonnées cartésiennes
—
: . e
SiV(P/i) = &px; + Ypyi + 2p 2

—
Alors T(P/4) = &pz, + Jp 4, + 2p 2

9.2. Champs des accélérations

Soit deux points A et B fixes dans un repére Rj en mouvement par rapport a un repére R;.

On peut exprimer la vitesse du point B en fonction
de celle du point A

V(B/#) = V(A/d) + BA A Q)
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Accélérations d'un solide

En dérivant le champ des vitesses par rapport au temps, on obtient le champ des accélérations :

—
P(B/i) = & V(B/i) z)

d v d .
= 4V(a/)| +4(BAA) |
—> —| —
T'(A/i) + BAA 4 < Qm + 7 BA| A Qi

> y

» Remarque

Le champ des accélérations n’est pas un champ de moments.

5.3. Composition des accélérations

= (%WS + (%V(Pil
- (4(vioi + a7 10 )l+(%W)j+@AW
- (&W) + (%(ﬂ_j /\O—]P>>>Z +T(P/j) + Q5 AV(P/J)

4 > — ? > ?
P

¢ = - - Lo s\ — )
i J

—) > > 2 > > 74 2 > T
( J/Z) ]/1 . A OJP -+ Qj/l A\ V(P/]) + Qj/z A Qj/l N O]P + F(P/]) + Qj/z N V(

—) > > > > 2 > 2
( J/'l) ( J/Z>./\OjP+Qj/i/\ (Qj/z/\OJP) +F(P/j)+29]/l/\V(P/])

On reconnait I'expression du champ des accélérations dans le cas ou P fixe dans R;

PWE o ; ; ; N ———
I'(0,;/i) + <dt Q /i ) A O;P + Qj/i N (Qj/i A OjP) =T'(P,j/7)

i

Dot T'(P/i) = T(P,j/i) + T'(P/4) + 20 A V(P/3)
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Accélérations d'un solide

L'accélération du point P dans le mouvement de R; par rapport au repére R; est donc :

\ \ \ \
7 7 7 7

T(P,j/i) = T(P/) — T(P/7) — 20, A V(P/])

Si le point P appartient a un solide & alors la composition des accélérations s’exprime :

\ \ N \
I I ré 7

T(P,k/i) = T(Pk/7) + T(P,j/d) + 2 A V(P.k/3)

Le terme 2Q;,; A V(P/j) représente ce quon appelle laccélération de Coriolis ou
complémentaire.
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6. Cinématique graphique

6.1. Mouvements plans

Les trajectoires de I'ensemble des points dans un mouvement plan sont contenues dans des
plans paralléles de normale 7i.

3
Les vecteurs vitesse instantanée des points V(P,j/i) sont eux aussi contenus dans des
plans paralléles de normale 72, étant donné qu'ils sont tangents a la trajectoire du point.

—
Le vecteur vitesse instantanée de rotation Qj/i est perpendiculaire au plan. Si I'on écrit la

relation de champ de vitesses pour 2 points contenus dans le plan du mouvement en projection
sur la normale au plan alors on obtient :

e — — — — —
V(B,j/i). 7 = V(Aj/i). i+ (BAA Q). 7 = 0= (BAAQ,,).#

— — — — .
Etant donné que BA L7, il faut que €2;/; = k7i pour que (BA A §2;/;) soit perpendiculaire & 7i,

—  —
BA et Q]/’L

On en déduit que dans un mouvement plan, le pas du torseur est nul. Ce qui signifie que la
vitesse d'un point de I'axe instantané de rotation est nulle.

L'intersection de I'axe instantané de rotation avec le plan du mouvement est un point, que l'on
appelle centre instantané de rotation (CIR). Il y a non glissement au centre instantané de
rotation.

\ \ } > 7 _> > > —
V(AG/8) L < V(AG/1). Qs = 0= A = L8O/ — o - V(T,5/i) = AQ;;; = 0

_>
Qi

6.2. Positionnement du centre instantané de rotation (CIR)

Dans le cas d'un mouvement plan, les points A et | appartiennent au plan : ce qui signifie que
—
Al.Ln=0=k=0.

- —% . - . - -
On en déduit que le vecteur Al est perpendiculaire a Qj/i (évident car Qj/i est perpendiculaire

_)
au plan) et a V'(A,7/i). Ce qui signifie que le centre instantané de rotation se situe sur la droite

P (
perpendiculaire & V(A,j/7) passant par le point A.
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Cinématique graphique

Si on connait les vitesses (non colinéaires) de deux points dans le mouvement alors on peut
positionner graphiquement le centre instantané de rotation a l'intersection des deux droites
passant par le point et perpendiculaire a la vitesse du point.

Cas particulier de la translation : le centre instantané de rotation est rejeté a linfini
perpendiculairement aux vitesses des points.

Cas particulier de la rotation : le centre de la rotation est le CIR.

€ Méthode

« Positionner le centre instantané de rotation (CIR) d’'un mouvement plan
o A partir des vitesses de 2 points dans ce mouvement

AL; LV(A,j/i

' ~—

Ié

BI; LV (B, j/i)

Le CIR I;; d’'un mouvement plan est a l'intersection des perpendiculaires aux vitesses des
points dans ce mouvement.

— =
V(Aj/T)

— A
Vlygliy=10

« Déterminer graphiquement ou analytiquement la vitesse d'un point dans un
mouvement plan

o A partir de la vitesse d’'un point dans le mouvement et de la position du CIR

\ \
I 7

— —

o A partir de vitesses du point dans d’autres mouvements

V(B,j/i) = V(B,j/k) + V(B, k/i)
VB,

TETN B

e La vitesse du CIR dun mouvement plan est nulle dans ce mouvement
. . %
V(L j/i) = 0

« Lorsqu’il y a non-glissement au point de contact entre 2 solides, cela signifie que la
vitesse du point géométrique de contact est nulle dans le mouvement des 2 solides
en contact. Le point de contact ou il y a non glissement est donc le CIR du
mouvement relatif des 2 solides en contact.
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Cinématique graphique

Lorsque le mouvement d’'un systéme est contenu dans un plan, on peut utiliser une
méthode graphique pour déterminer les vitesses grace aux propriétés d'équiprojectivité et
de champ des vitesses.

—> - —>
V(B,j/

,J/

V=0

V(A7)
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Cas d’application : étude cinématique d'un
1. différentiel d’automobile

Un différentiel est un systéeme mécanique qui a pour fonction de distribuer une vitesse de
rotation par répartition de l'effort cinématique, de facon adaptative, immédiate et automatique,
aux besoins d'un ensemble mécanique.

Par exemple, il est tres utile sur un véhicule automobile ou il permet aux roues motrices de
tourner a des vitesses différentes lors du passage d'une courbe : les roues situées a I'extérieur
du virage tournent plus vite que celles situées a l'intérieur.

W

NN \\\\\\\\\\\\i "
! \\\\\\\\\Ill

e
LI 2278 2

04
—y 01—
T——

H]

S o |,

Ry

A

Il |

Schéma cinématique
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Cas d’'application : étude cinématique d'un différentiel d’automobile

A Mtention Graphe des liaisons

Le schéma cinématique ne respecte pas tout a fait la géométrie du dessin d’ensemble ; le
principe de fonctionnement est en revanche identique.

1.1. Paramétrage et figures de changement de base

Le mouvement du solide i (i = 1, 2, 3, 4) par rapport & O est paramétré par I'angle 1; ;

Le mouvement du satellite 5 par rapport & la couronne 4 est paramétré par 'angle 6.

1.2. Calcul des vitesses de glissement au point |

Deux méthodes peuvent étre employées : par dérivation ou par composition des mouvements et
champ des vitesses d’'un mouvement.

Le point I est le point géométrique de contact : il est fixe dans Ry.

& Méthode Par dérivation

\ \ N
7 7 I

V(I,4/1) =V (I/1) - V(I/4)

Avec

- (301) - (5 #))

d — — —
= (E (—R4Yo>) + Qo4 N —R4Y)
0

— . = g
=0 + (— 4X0) N —R4Yo = Rap 2y
Et
o g p — — — .= — . =
V(I/1)=|50iL) = (57| RiXo = Qo1 A BiXo = (=1 Yo) A RuXo = Riv Zg
1 1
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Cas d'application : étude cinématique d’un différentiel d’automobile

On obtient donc :

V(I,4/1) = (thbl - R4¢4)Z)

&> Méthode Par champ des vitesses

On utilise le point O1, fixe dans le mouvement de 4/1 puisque situé a lintersection des
axes de rotation de 4 et 1 par rapport a 0.

\
7

V(I,4/1) =V(O1,4/1) 4 Q1 A Ol

+( Qupo + QO/{) A O T

0
e — —
= | Y4 Xo — V1Y) | A | Ri Xy — R4Y)

1.3. Calcul des Vitesses de glissement au point J

J est fixe dans Ry.

&€ Méthode Par dérivation

\ \ \
7 I I

V(J,5/3) = V(J/3) — V(J/5)

Avec

i - (499) - (337,

Et

o - (499) - (5 w5),

— — — — =
= 94/5 N—RsXo=—0Ys5 N —R5X04 = —R502Z4

&> Méthode Par champ des vitesses

On utilise le point O, fixe dans le mouvement de 5/3 puisque situé a l'intersection des axes
de rotation de 5 et 3 par rapport a 4.
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Cas d’'application : étude cinématique d'un différentiel d’automobile

\ \
7

? A

. ; ; N =
=0+ 95/4 + 94/0 + Qo/g) ANOJ

. . SN — — —
Y, 5 + (¢4 — ¢3)X4,0 AN | RyYy — Rs Xy

= [R2 (154 - ¢3) + R5é] Z

1.4. Calcul des Vitesses de glissement au point K

De méme que pour le point J ! K est fixe dans Ry.

o Méthode Par dérivation

V(K,5/2) = V(K/2) — V(K/5)
Avec

\ \
7 7

V(E/2) = V(K 4/2) = Ry (i, — b, ) Zi$etsV(K/5) = V(K,4/5) = R0 Z,

Donc

V(K,5/2) = [Ro($s — ) — B:b] Z,

&> Méthode Par champ des vitesses

N \
7 7

V(K,5/2) = V(0,5/2) + Qs A OK
= [Ra(s — ¥) — Ra] 21

1.5. Cas particuliers de fonctionnement

EnIignedroitesursolsec:1,54:1b2:1,b3 . 0=0
En virage : ¢, > b, out), < by ; 1&4:% i 040

Une roue bloquée : ¢3 =0=1, =29, ; O0#0
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Cas d'application : étude cinématique d’un différentiel d’automobile

Roue bloquée

Différentiel bloqué : 1, =y =3 ; 6 =0

Différentiel bloqué

. . L, i . o i . o . i . - R2 .
Sur banc, moteur arrété, 1 vitesse enclenchée : ¢, =0 ; P53 =—1y ; 0 = Ezﬁ?,
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8. Exercices de cinématique

8.1. Exercice : Joint de Cardan

Le joint de Cardan permet la transmission d'une rotation angulaire entre deux arbres dont les axes
géométrigues concourent en un méme point.

Cette technique est utilisée sur les véhicules pour accoupler deux arbres tournants non alignés ou
dont les positions angulaires de I'un par rapport a l'autre peuvent varier ; par exemple l'axe du
volant et le boitier de direction, surtout dans le cas d'un volant réglable en hauteur par rapport au

conducteur.

L'invention de ce joint en 1545 est attribuée au mathématicien italien Girolamo Cardano (Jérébme
Cardan en francais). Ce célebre savant italien se serait inspiré d'un compas de marine fixé sur
deux cercles articulés. Il a décrit l'articulation portant son nom dans un traité de physique intitulé
« De subtilitate rerum ».

Le joint de Cardan est constitué :
o d'un arbre dentrée (1) en liaison pivot avec le bati (0) paramétrée

— — — —
P = (y07y1) = (Zo,zl)

« dun arbre de sortie (2) en liaison pivot avec le bati (0) paramétré
—

— — =
P2 = (Yo%, y2) = (20%, 22)
« d’un croisillon (3) en liaison pivot avec I'arbre d’entrée (1) et avec arbre de sortie (2) ; les
axes de ces 2 liaisons pivot sont perpendiculaires. Ces liaisons pivot ne sont pas
paramétrées.

L'arbre de sortie (2) est désaxé de 'arbre d’entrée (1) d’'un angle o = (376, as_oi) = cste.

Schéma cinématique

v, w
-
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Exercices de cinématique

Question 1

Ecrire la (ou les) équation(s) de joint imposée(s) par le croisillon (3).

Question 2

En déduire le degré de mobilité du mécanisme.

Question 3

Calculer le rapport des vitesses %, le joint de Cardan est-il homocinétique ?
1

8.2. Exercice : Pompe a barillet mobile

|
e

R 1; //////::r 72777

_— 0 / >
il = / =y

Question 1

Montrer que la liaison rotule entre 2 et 3 plus la liaison appui-plan entre 3 et 0 sont équivalentes a
une liaison ponctuelle.

Indice :

‘A F, =¥, Figure dans le cas particulier ¥ = 0
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Exercices de cinématique

—
AOgy+ = hay
—
AO; = Ry,
— —
a = (:EOa "BO*)
La pompe est modélisée par :
. .. . , — L, [
« Un barillet (1) en liaison pivot avec le carter (0), d'axe (OO, a:O) et paramétrée ¢ = (yo, y1)

« Un piston (2) en liaison glissiére avec le barillet (1), d’axe (01,370) et paramétrée

~~ = - —
x = 070,. 27, et en liaison ponctuelle avec le carter (0), de normale xg, et non
paramétrée.

Question 2

Tracer le graphe des liaisons et les figures de changement de bases.

Question 3

Déterminer la relation entre la rotation du barillet et la translation du piston (ou traduisant le contact
entre le piston et le plan incliné).

Question 4

Calculer le débit instantané d’'une pompe a n pistons.

Question 5

Déterminer la vitesse de glissement du point de contact entre le piston et le plan incliné.

8.3. Exercice : Mécanisme planétaire a coulisse

Le mécanisme schématisé figure 1 transforme un mouvement de rotation continue en un
mouvement de translation alternative et un mouvement de rotation continue.

Ce mécanisme plan est constitué :

« D'une manivelle S; en liaison pivot daxe (O, 20,1) avec le bati Sy, paramétrée
Y
Yy = (o, 21 |-
« D’un pignon S, en liaison pivot d’axe (Oz2, z1,2) avec S, paramétrée 1, = (xl, azz).

« D'une coulisse S5 en liaison glissiere daxe (0,93073) avec Sy, paramétrée
_> _)
ZL‘:OOg 0,3-
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Exercices de cinématique
, - . , — . "y
e« Dune roue S, en liaison pivot daxe (O,z0,4) avec le bati Sy, paramétrée

- =
Loy Lyg)-

¢4:

Par ailleurs :
- deux ergots du pignon So, situés en A et B, coulissent dans une rainure d’axe (03,y0,3)

usinée sur Ss;
« laroue Sy est en contact en | avec le pignon S, sur lequel elle roule sans glisser.

Figure 1 : mécanisme planétaire a coulisse

Partie |

Etude du sous ensemble {S1+S2+S3}

Question 1

Ecrire la ou les équations de liaison traduisant la fermeture de chaine réalisée par la liaison 2/3.

Question 2

Donner la mobilité du systeme.

Question 3

Préciser la nature du mouvement 3/0 ; donner son torseur distributeur des vitesses en O3 et

I'accélération de O3.

Question 4

Préciser la nature du mouvement 2/0 ; définir la trajectoire de A, le torseur distributeur des vitesses

en A et I'accélération de A et Os.
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Exercices de cinématique

Question 5

Préciser la nature du mouvement 2/3 ; donner le torseur des vitesses en A et 'accélération de A et
0.

Partie Il

Etude du mécanisme complet

Question 6

Ecrire la relation traduisant le non glissement entre 2 et 4 en | et donner la mobilité du systeme.
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