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1. Déterminer le torseur d'une action mécanique




2. Appliquer le PFS
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Méthode 1. Bilan des inconnues

On isole un solide ou un ensemble de solides. On fait le Bilan des Actions Mécaniques
Extérieures (BAME) qui s’exercent sur cet isolement (actions de liaison, pesanteur,
pression, ...). Chaque action mécanique peut introduire jusqu'a 6 inconnues pour les
systemes spatiaux (voir forme des torseurs d’action des liaisons normalisées) et jusqu’a 3
inconnues pour les modéles plans.

Méthode 2. Bilan des équations

Pour un solide, le Principe Fondamentale de la Statique (PFS) permet d’écrire 6 équations
(3 pour les modéles plans). Le nombre d’équations a disposition est donc égal au nombre
de solides multiplié par 6 pour les modéles tridimensionnels (ou par 3 pour les modéle
plans).

Remarque

L'isolement d’un ensemble de solides n'apporte pas d’équations supplémentaires mais
peut remplacer l'isolement d’un solide.

Méthode 3. Résolubilité du probleme

Si le nombre d’inconnues est égal au nombre d'équations alors on peut théoriquement
déterminer 'ensemble des inconnues.

Remarque

Si le nombre d'inconnues est supérieur au nombre d’équations, le systeme est dit
hyperstatique. Il faut alors trouver des équations supplémentaires pour résoudre comme
des lois de comportement de déformations. Ce cas ne sera pas abordé dans le cadre du
cours.

Méthode 4. Mise en équations

On calcule le torseur équivalent a I'ensemble des actions mécaniques extérieures
s’exercant sur le solide ou I'ensemble isolé : la résultante est la somme des résultantes, le
moment résultant est la somme des moments de chaque action. Les moments doivent
tous étre calculés au méme point en utilisant la relation de champ de moments.
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Par application du principe fondamental de la statique, ce torseur doit étre nul : il en

résulte un systéme de 6 équations scalaires en projetant sur les axes du repére
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Appliquer le PFS

Si I'ensemble des forces (glisseurs) est contenu dans un plan, par exemple (P, ?, 7)

on ne dispose alors plus que de 3 équations (2 pour la résultante dans le plan et 1 pour le
moment autour de I'axe perpendiculaire au plan) :
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P — Rext—>S° =0
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> %
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3. Paramétrer le mouvement d'un systéme mécanique




4. Equations liaisons, joint, RSG

4.1. Equations de joint

4.1.1. Equation de bielle

Une bielle est une piéce de transmission mécanique qui impose une distance constante entre
ces deux solides avec lesquels elle est en liaison pivot ou rotule.

Si O; et Oj sont les centres de ces liaisons alors I'équation de joint traduisant la présence de la

—
bielle est : L = [|0;0;|| = cste

4.1.2. Exercice : Joint de Cardan

Le joint de Cardan permet la transmission d'une rotation angulaire entre deux arbres dont les axes
géométrigues concourent en un méme point.

Cette technique est utilisée sur les véhicules pour accoupler deux arbres tournants non alignés ou
dont les positions angulaires de I'un par rapport a l'autre peuvent varier ; par exemple l'axe du
volant et le boitier de direction, surtout dans le cas d'un volant réglable en hauteur par rapport au

conducteur.

L'invention de ce joint en 1545 est attribuée au mathématicien italien Girolamo Cardano (Jéréme
Cardan en francais). Ce célebre savant italien se serait inspiré d'un compas de marine fixé sur
deux cercles articulés. Il a décrit I'articulation portant son nom dans un traité de physique intitulé
« De subtilitate rerum ».



Equations liaisons, joint, RSG

Le joint de Cardan est constitué :
o dun arbre dentrée (1) en liaison pivot avec le bati (0) paramétrée
N
Y1 = (y0,y1) = (20, 21)
o dun arbre de sortie (2) en liaison pivot avec le bati (0) paramétré
N =
Yo = (yo*, ¥2) = (20%, 22)
« d’un croisillon (3) en liaison pivot avec I'arbre d’entrée (1) et avec arbre de sortie (2) ; les

axes de ces 2 liaisons pivot sont perpendiculaires. Ces liaisons pivot ne sont pas
paramétrées.

L'arbre de sortie (2) est désaxé de I'arbre d’entrée (1) d'un angle a = (a%},x_m)) = cste.

Question 1

Ecrire la (ou les) équation(s) de joint imposée(s) par le croisillon (3).

Question 2

En déduire le degré de mobilité du mécanisme.

Question 3

Calculer le rapport des vitesses %, le joint de Cardan est-il homocinétique ?
1

4.2. Relation de non glissement

—
Lorsqu’il n'y a pas de glissement, la vitesse de glissement est nulle : V(I,j/i) =0

Le contact ponctuel de normale n; impose V(I,]/Z). np = 0 (dérivée par rapport au temps de
I'équation de liaison).



Equations liaisons, joint, RSG

Le fait qu’il n'y a pas de glissement impose que la composante tangentielle (dans le plan

\
’

2 —
perpendiculaire & la normale) de la vitesse est nulle : V/(1,5/7) — | V/(1,5/1). m |nf =0




5. Calculer une vitesse

10



6. Calculer une accélération

n



1. Torseur cinétique

1.1. Calculer la résultante cinétique

La résultante cinétique, ou quantité de mouvement, d'un solide est égale au produit de sa masse
m par la vitesse de son centre d'inertie G par rapport au référentiel galiléen R, :

\

p(S/g) = m V(G/g)

1.2. Calculer le moment cinétique

PR E—
De maniére générale, le moment cinétique o(A,.S/g) d’un solide S de masse m dans son
mouvement par rapport au référentiel galiléen Rg peut se calculer avec I'expression suivante :

\
I

— - - —
o(A,S/g) = mAG AV (A,S/g) + I s Qg

Cependant, on choisit pour simplifier les calculs le point de sorte a se placer dans un des 2 cas
suivants ou il suffit de faire le produit du tenseur d'inertie avec le vecteur vitesse de rotation :

4> %
« Si le point A est fixe dans le mouvement S/R,, V(A,S/g)= 0, alors
_— ——————
o(A,S/g) = I 5Qs/,

—_— =
« Sile point A est le centre d'inertie G alors : 0(G, S/g) = Ic,s Qs/4

La relation de champ de moments est ensuite utilisée pour I'obtenir en un autre point :

\ \
7 7

o(B,S/g) = o(A, 8/g) + BA A p(S/9)

12



8. Torseur dynamique

8.1. Calculer la résultante dynamique d'un solide par rapport a un
référentiel galiléen

La résultante dynamique, ou quantité d’accélération, d'un solide S par rapport au référentiel
galiléen R, est égale au produit de la masse m du solide par 'accélération de son centre

d'inertie G par rapport a Rg :

— —
D(S/g) =m A(G/g)

8.2. Calcul du moment dynamique d'un solide par rapport a un référentiel
galiléen

De maniere générale, on peut calculer le moment dynamique (5(A, S/g) d’un solide S, dans
son mouvement par rapport au repére Rg, en un point A lié au solide, a partir du moment
cinétique avec la relation suivante :

\ \
7 7

5(A, S/g) = & (o—(A, S/gi) 1 V(A/g) AmV(G/g)

Cependant pour simplifier les calculs, on choisira un point de sorte a étre dans un des 2 cas
suivants :

— =
«Si le point A est fixe dans le repere R, V(A/g)= 0, alors

—— [
5(A) S/g) = dt IA,S QS/g
g

. . . . ; d [+ ?
« Sile point A est le centre d'inertie G alors §(G, S/g) = - | Ic,s Qs/y
9

Si on souhaite calculer le moment en un autre point alors on utilise la relation de champ de
moments :
e >

(B, S/g) =6(A,S/9) —I—E&/\D(S/g) avec D(S/g) = m A(G/qg)

13



9. Déterminer le tenseur d'inertie d'un solide

De maniére générale, le tenseur d'inertie est considéré connu :

 soit a partir d'un formulaire pour les volumes simples

» Soit par mesures expérimentales

 soit calculer a l'aide d'un logiciel de CAO
Si ce n'est pas le cas alors on utilise les symétries pour simplifier. En effet, si le solide admet un
plan de symétrie passant par le point ou est exprimé le tenseur alors les produits d'inertie
associés a la direction normale au plan sont nuls.
Exemple : si le plan (O, T,y ) de normale Z2', est plan de symétrie du solide S alors le

tenseur d’inertie de .S en O exprimé dans la base R(?, ?, 7) est de la forme :

4 -F o
Ios=|-F B 0
0 0 C

R
On calcule ensuite le terme restant a partir de leur définition sous forme intégrale.

Opérateur d'inertie (¢ P-2%)

Si besoin on peut exprimer le tenseur dans un autre repeéere

Changement de repére de la matrice d'inertie (¢ P-2°)

Si besoin on peut exprimer le tenseur en un autre point

Transport du tenseur d'inertie (¢ P-26)

14



10. Appliquer le PFD

o

» — @ 4 &)

©

Méthode 1. Bilan des inconnues

On isole un solide ou un ensemble de solides. On fait le Bilan des Actions Mécaniques
Extérieures (BAME) qui s’exercent sur cet isolement (actions de liaison, pesanteur,
pression, ...). Chaque action mécanique peut introduire jusqu'a 6 inconnues pour les
systemes spatiaux (voir forme des torseurs d’action des liaisons normalisées) et jusqu’a 3
inconnues pour les modéles plans.

Méthode 2. Bilan des équations

Pour un solide, le Principe Fondamentale de la Dynamique (PFD) permet d'écrire 6
équations (3 pour les modéles plans). Le nombre d’équations a disposition est donc égal
au nombre de solides multiplié par 6 pour les modéles tridimensionnels (ou par 3 pour les
modéele plans).

Remarque

L'isolement d’un ensemble de solides n'apporte pas d’équations supplémentaires mais
peut remplacer l'isolement d’un solide.

Méthode 3. Résolubilité du probleme

Si le nombre d’inconnues est égal au nombre d'équations alors on peut théoriquement
déterminer 'ensemble des inconnues.

Remarque

Si le nombre d'inconnues est supérieur au nombre d’équations, le systéeme est dit
hyperstatique. Il faut alors trouver des équations supplémentaires pour résoudre comme
des lois de comportement de déformations. Ce cas ne sera pas abordé dans le cadre du
cours.

Méthode 4. Mise en équations pour chaque isolement

On calcule le torseur équivalent a I'ensemble des actions mécaniques extérieures
s’exercant sur le solide ou I'ensemble isolé : la résultante est la somme des résultantes, le
moment résultant est la somme des moments de chaque action. Les moments doivent
tous étre calculés au méme point en utilisant la relation de champ de moments.

15



Appliquer le PFD

16

- n o
Rext—>S = Z Ri—>S
1=0

{Text—>S}P - , n s et
Mext—>S(P) - ZO Mi—>S(P)
1=

MiaS(P) = MiaS(O) +PO A R; s
On calcule le torseur dynamique du solide ou de I'ensemble considére.

Calculer la résultante dynamique d'un solide par rapport a un référentiel galiléen (ct. p.13)

Calcul du moment dynamique d'un solide par rapport & un référentiel galiléen (¢"- P-13)

Pour un ensemble de solides, on rappelle que pour sommer les torseurs leur moment
doivent étre exprimer au méme point.

Enfin on écrit que le torseur équivalent a I'ensemble des actions mécaniques extérieures
est égal au torseur dynamique du solide ou de I'ensemble considéré :

— — Fioe AP/
- Res | _ ) D(S/g) 2 Fios = Js A(P/g) dm
{Temt—>5} - {DS/g} And s ( \ ; N N
Me.’L't—>S(A) 5(A, S/g) Z Mi—>S(A) = fS AP A A(P/g)

Si le probléme est un plan, par exemple (P, ?, ?) on ne dispose alors plus que de 3

éguations (2 pour la résultante dans le plan et 1 pour le moment autour de l'axe
perpendiculaire au plan) :



Appliquer le PFD - Utilisation de la méthode du
11. systeme minimum

En fonction de I'objectif visé (connaitre le mouvement ou déterminer une action de liaison), il
n'est pas nécessaire d’'écrire I'ensemble des équations. Si on s'intéresse seulement aux
équations de mouvement (systeme d’équations différentielles permettant aprés résolution de
connaitre I'évolution de parameétres cinématiques au cours du temps a partir de conditions
initiales) alors on cherchera a ne pas faire apparaitre les actions de liaisons inconnues dans les
équations.

Le systeme minimum est constitué du minimum d'équations nécessaires a écrire pour atteindre
I'objectif : déterminer les équations régissant le mouvement du mécanisme.

La méthode consiste a choisir les équations des théorémes généraux ne faisant pas apparaitre
les actions de liaison. Pour cela, on se servira du graphe de liaison : le principe consiste a isoler
successivement différents sous-ensembles du systéme en ne coupant qu'une liaison paramétrée
a la fois. On isolera alors I'ensemble des solides situés apres la liaison coupée, autrement dit en
bout de chaine cinématique (du coté ou il n'y a pas le bati). Parmi les 6 équations pouvant étre
écrites pour chaque isolement, on écrira seulement celles correspondant & une mobilité, ainsi
aucune action de liaison n’interviendra dans I'équation.

Les seules actions de liaisons apparaissant dans les équations sont celles des liaisons non
paramétrées. Ces actions seront déterminées grace aux lois de comportement.

On dressera également un tableau bilan des équations et inconnues pour le systéeme minimum :

Inconnues Equations

Paramétres cinématiques | nb | Equations de liaison nb

- géométriques (liaison)

- cinématiques (roulement sans glissement)

anbiewsaury

Actions de liaison des|nb | Théorémes généraux (PED) nb

liaisons non paramétrées -théoréme de la résultante dynamigue pour chague

mobilité de translation dans la direction de la
translation
- théoréme du moment dynamique pour chague

mobilité de rotation en un point de I'axe de la liaison

anbiweuiq

et suivant la direction de I'axe de rotation

Lois de comportement

(contact frottant, résistance au roulement, dérive,

)

17



Appliquer le PFD — Utilisation de la méthode du systéme minimum

(& Exemple

18

UJ'\\

Systéme bielle-manivelle

20123

Equations remplacant la liaison pivot en C':

— >
BB = 0

—
= B(l)A + AC + CB(Q)

= =
= —rx; + xx) — dxy

—
B1)Bye)

- glissiere 3/0 - Y, Mz,
- effort sur piston : F
- Couple résistant : Cr

- effort sur piston considéré donné
- vitesse de rotation constante
& =@=cte

s L I

%
.xg=x —rcosa—dcosfB =0
—> . .
.Yop = —rsina —dsinf =0
Inconnues 13 Equations 13
(5". x.e B 3 |Equations de liaison 2
& |- pivot 01 : X, Yy, Théorémes genéraux (PED)
g “pivot 172 - X, Y, - 3 solides * 3 équations 9
% ~PVOL 23 Xop, Yo Lois de comportement

Bilan complet




Appliquer le PFD — Utilisation de la méthode du systéme minimum

Inconnues T Equations T
g’- x.of5 3| Equations de liaison 2
..g -pivot 1/2 0 X, Y, 2 | Théorémes généraux (PFD)
5 - effort sur piston : F 1-TMD appliqué a 1 en A- 1
% - Couple résistant : Cr 1 - TMD appliqué a 2 en C- 1

- TRD appliqué a {2U3} surx, ,

Lois de comportement

- effort sur piston considéré donnge 1

- d=m=cte 1

Bilan du systéeme minimum

Mise en équation

TRD appliqué a {2U3} sur E},

ﬁ)zm:sm:m:’,fﬁ@

V(G2/03:V(c,2/03+G_2(§A@::;;:?3+d/2BAB?=¢:?3—dTB£

D(Go/0) = M0 —azl B pT L —aw - Y
- ’

—
D2/() = mgI‘(G2/0) = My

|

5(A1/0) = &

|

- . .
§(G2,2/0) = % (U(Gm 2/0)> = % (IG2,292/0> — B 7
0

5(C.2/0) = 8(G2,2/0) + CGa A mal'(Ga/0)

D

fécos5+d52/2
= CoB8 2 —d/2z5 N my —&sinf — dp/2
0

_ (C’gB +my (az sin 8d/2 + d25/4)> 7

o — —>
Ry 5 = X970 + Y1290

19



Appliquer le PFD — Utilisation de la méthode du systéme minimum

(z = rcosa + dcos 8
—rsina = dsin

.2 N
(ms3 + ma)Z +m2(ﬂ COSﬂ—I—ﬂSinﬂ)d/2 =
Cia = C, — (Yiarcosa — Xorsin )

— —_— = —
Mi_2(A) = Mi2(B) + ABA R
7 COS & X1
_>
=0+ | rsina A | Yoo
0 0 0 0
: —
= (Yiarcosa — Xjorsina) 2z
—_— _ = —
M, _»(C) = M, _»(B) + CBA R,
. —dcos 3 X9
=04+ | —-dsing | N[ Y
0 0 0 0
= (—dcos B Y12 + dsin Xu)?
Bilan
(
H
BB.zj = 0
%
BB.y, =0
s ; :

) (D2/o + D3/0> Ly = (RH2 + Fgaz%?)) .z o ¢
— . .
5(A,1/0). 7 = (MH(A) + Mr_>1(A)). Z
—
85(C,2/0). Z = M;_»(C). 7

20
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Calculer la puissance développée par une action
12. mécanique

Calcul de la puissance développée par les actions mécaniques s'exercant sur un
systéme mécanique
Pour calculer la puissance développée par une action mécanique, on fait le comoment du

torseur de l'action par le torseur cinématique du mouvement du solide, sur lequel Il'action
s'applique, par rapport au référentiel galiléen :

N > > >
Pewt—)S/g - Remt—>S- V(A7 S/g) + Me:ct—>S(A)- QS/g
Les 2 torseurs sont exprimés au méme point ; en général celui ou I'on connait le torseur d'action.

Pour une action intérieure, c'est a dire entre de solides du systéme considéré, on fait le
comoment du torseur de I'action du premier solide sur le second par le torseur cinématique du
mouvement du second solide par rapport au premier :

\ \ \ \
I 7

Picsj = Rij. V(A1) + Mi5(A). Qyy;
Remarque : si une liaison est parfaite alors elle ne développe pas de puissance.

Pour une action dérivant d’'une fonction de force U ou d'un potentiel V' = —U., on peut calculer
la puissance dissipée en dérivant la fonction par rapport au temps :

dU
Ppsig="a

La fonction de force de pesanteur est Upes = —mgz + cte ou z est altitude du centre de
masse (position suivant la verticale ascendante).

La fonction de force d'un ressort linéaire est U, = —%k(l —1y)* + cte ou k est la raideur, [ la
longueur du ressort (fonction des paramétres cinématiques) et [, la longueur a vide du ressort.

21



13. Calcul de I'énergie cinétique

Calcul de I'énergie cinétique d'un systéme mécanique

Pour calculer I'énergie cinétique d'un systeme mécanique, on somme les énergies cinétiques de
tous les solides composant le systeme. Ces énergies cinétiques sont généralement calculés a

partir des quantités exprimées au centre de masse car plus simples :
2

Tssg = 3mV(G/g) + $Qs/5la,50s/

S'il existe un point fixe dans le mouvement du solide par rapport au référentiel galiléen, on peut
aussi utiliser les quantités exprimées en ce point :

| ——
Ts/g = 505/412,585/4

22



14. Appliquer le TEC

Application du théoréme de I'énergie cinétique

Pour appliquer le théoreme de I'énergie cinétique, on calcule d'une part I'énergie cinétique du
systeme considéré puis on la dérive par rapport au temps et d'autre part la somme des
puissances développées par les actions mécaniques s'exercant sur le systéme et a l'intérieur du
systeme. Le théoreme dit que ces 2 quantités sont égales, on obtient ainsi une relation entre le
mouvement (parametres cinématiques) et les actions mécaniques.

dTs/
a Pea:t%S/g + Pt

23



Contenus annexes

1.0pérateur d'inertie

Le produit vectoriel peut étre vu comme une application linéaire :

a x bz —cy 0 —c b x 0 z -
AT =|b| Aly|l =|lew—az| =|c 0 -a y :[U]7: -z 0 g
c) g z) g ay —bz) —b a 0 fr \2/pg y —x
Le double produit vectoriel est donc :
T bz — cy y(ay — bx) — z(cx — az) v+ 22 —zy
— — =7 9 2
v/\(u/\v): y| Nlecx—az]| =|20bz—cy) —z(ay—bz) | =| —zy 2*+=z
z) r ay—bz/ p z(cx —az) —ylbz—cy)/ g —xz —yz
0 —z y 0 —z y 0 —2 vy Y+ 2 —zy
Vi=]2z 0 —z| = —[V?=—-|2z 0 -z z 0 —z| =| -2y ZH+a
-y 0], -y T 0lzl-y = 0], —xz —yz
x
— _ AD . : : :
En prenant v = OP = |y position d’'un point matériel P appartenant au solide .S par
z
R

rapport au point O et 7 = Qg/g, on définit le tenseur d'inertie I g en un point O comme étant
l'intégrale suivante :

K,S - fs _[V]zdm

v +22 —xy —zz

=fs| —zy 24z —yz | dm
—xz —yz 2+,
v+ 22dm — [qzydm — |oxzzdm
Js s s
= | — [yzydm [ +a’dm - [jyzdm
— [gzzdm  — [qyzdm  [yz® +yPdm "

» Remarque

Le tenseur d'inertie Io,s dépend du point ou il est défini et de la base dans laquelle il est
exprime.
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A:Im:fs(y2+z2)dm20
AVECB:Iyy:fS(.’II2+Z2)dmZOet_E:Ia:z: zr =
C:Izz:fs(m2—|—y2)dm20

(0%) et (07).
D, E et F sont les produits d’inertie.

2.Changement de repére de la matrice d’inertie

. . , . . — —
Le tenseur d’inertie est généralement noté dans une base liée au solide R;( ', ¢, 2

- _-[1:.7: I:cy I:cz

K,S: Iy, Iy Iy, ou suivant la  notaton  de
_Izm Izy I.. R

A —-F —-E

Ips=|-F B -D
—-£ -D C |,

Contenus annexes

—)):

Binet

—D =1y, =1I,=— [qyzdm
— [gzzdm
—F =1,y =1, =— [gzydm

A, B et C sont les moments d'inertie respectivement par rapport aux axes (O?),

Pour exprimer le tenseur d'inertie dans une base R; a partir de son expression dans la base R;,

on utilisera les relations suivantes :

% [E— %

A -F —E A'=zj.Igsp, T

_ I nl / _n — —

Igsp, = |—F B D avec B' = y;.Ig.sp, yj

! ! !

P s C' = %) Tosp 7]

— % 1GSR; ~j
—D/ = zj'IG,SRi' yj = yj'ICWSRi' Z]
e — e —
—E = zj'IG,SRi' $J = xj'IGUSRi' Zj

S e S S
—F' =z Igsp.Y; = ;- Io,sp - 2

— = = _
Les vecteurs xj, y;, 2; de base de R; exprimés dans R;.

et

Cette méthode est avantageuse par rapport a la formule de changement de base de I'opérateur

linéaire que représente le tenseur d'inertie : Ia,5p = [Pji]- Ic,sp. [P;;] avec [Pji] la matrice

de passage.

Elle décompose le calcul élément par élément et le rend plus succinct évitant tout produit

matriciel.
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3.Transport du tenseur d’inertie

On peut calculer le tenseur d’inertie d’'un solide en tout point (fixe par rapport au solide) a partir

du tenseur d'inertie au centre d'inertie en utilisant le théoréme de Koenig : Io s=1Ig g + Iom

Le tenseur d'inertie au point O d’un solide est égal au tenseur d’inertie au centre d'inertie G du
solide augmenté du tenseur d’inertie au point O de la masse totale du solide concentrée au
centre d'inertie G.

A* —F* —FE*
Si le tenseur d'inertie au centre d'inertie Gest Ig g = | —F* B* -—-D*
* * *
~-E* -D* C*],
la masse du solide est m et la position du centre dinertie G est définie par

—
OCG=a7 +by +c7

[ 4 -F - A=A +mB+)  D=D+mbe
Alorsm: —F B —-D avecB:B*—I—m(c +a) et E = E* + mca
-E -D Cly Cc=0C"+m(a®+1) F=F +mab

A —-F —-E A* —F* —E* b+ —ab

Ins=Igs+Iom < _F B -D| =|-F B* —-D*| +m| —ab +a2

-£E -D C R —E* -D* cr R —ca —bc

Démonstration

— = — — = — —> — — = ==
= [{OG A (Q AOG)dm + [{OG A (2 A GP)dm—l—stP/\ Q/\OG)dm—i—fSGP/\(QAGP)‘
— = = — = — e d A—
:OG/\(Q/\OG)dem—i—OG/\(Q/\fSGPdm)—i—fSGPdm/\(QAOG)+IGSQ

— = — — = = - = = —
=0GA(QANOGm +OGA(22AD0) + 0 A (2 AOG) +1IcsQ

— = =
=mOGA (2 ANOG) +1gsQ

— —
=IomQ + Igs9

Donc IO,S:IO,m + IG,S

» Remarque

Pour transporter le tenseur d’inertie d’'un point & un autre, il faut obligatoirement passer par
le centre d'inertie.

Ins = Igs=1Ias—Iam = IBs=Igs+ IBm
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Ce théoréeme de Koenig contient le théoréeme
de Huygens :

Le moment d’inertie d’'un solide par rapport a la
droite (O) est égal au moment d'inertie du
solide par rapport a la droite (G4) augmenté
du moment d’inertie de la masse du solide
concentrée en G par rapport & la droite (Ou).

A=A"+ m(b2 - cz)
En particulier : B = B* + m(c2 + a2)
c=C" —|—m(a2 + b2)

Le produit d'inertie d’'un solide par rapport a 2
droites perpendiculaires (Ou) et (OU) est
égal au produit d’inertie du solide par rapport
aux droites (G@) et (GU) augmenté du
produit dinertie de la masse du solide
concentrée en G par rapport aux droites (O)

k|

L J

et (O9).
D = D* + mbc
En particulier : £ = E* + mca
F = F*+ mab

Pour deux axes paralleles dont I'un passe par le centre
dinertie G, ona: I = In, + md?

Parmi tous les axes paralleles, le moment d’inertie est
minimum par rapport a I'axe passant par centre d’inertie.
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(& Exemple Pendule simple

28

Le pendule est modélisé par une boule de rayon 7.
IOCU = IGg + ml2

2
= Emr2 + mil?
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